Базис Гребнера-Ширшова моноида Темперли-Либа-Кауфмана by Бокуть, Л. А. & Ли, Д. В.
УДК 512.532.2
Jl. А. Бокуть, Д . В . Ли  
Б А ЗИ С  Г Р Е Б Н Е Р А -Ш И Р Ш О В А  М О Н О И Д А  
Т Е М П Е РЛ И -Л И Б А -К А У Ф М А Н А *
1. Введение
Алгебры Темперли-Либа возникли в 1971 году в работе Темперли и Ли- 
ба [1]. В этой работе были найдены соотношения, которым удовлетворяют 
матрицы перехода некоторых физических моделей. Позже начались исследо­
вания уже абстрактных алгебр Темперли-Либа над полем с порождающими 
с, hi, l ^ i ^ n  — 1 , и  определяющими соотношениями
hihj  =  hjhi \i — j\ ^ 2 , 
hihi±\hi  — hi, 
h{h{ — chi, 
chi =  Kc.
Таким образом, алгебра Темперли-Либа является полугрупповой алгеб­
рой. Большой вклад в изучение алгебр Темперли-Либа был сделан немного 
позднее Джонсом, который независимо получил и исследовал эти же соотно­
шения в [2]. В той же работе был определен и знаменитый полином Джонса 
для узлов и зацеплений. В дальнейшем полином Джонса применялся им для 
изучения алгебр фон Неймана в [3]. В [2] была указана (без доказательства) 
нормальная форма слов моноида Темперли-Либа.
Другой подход к изучению алгебры Темперли-Либа был найден К ауф м а­
ном в [4]. А именно, он определил так называемый связный моноид, состо­
ящий из геометрических диаграмм. В [4] им сформулировано утверждение, 
что связный моноид изоморфен моноиду Темперли-Либа. В работе [5] связ­
ный моноид назван моноидом Кауфмана. Мы будем называть его моноидом  
Темперли-Либа-Кауфмана.
Основным объектом данной работы является моноид Темперли-Либа- 
Кауф мана К п . Полугрупповая алгебра к ( Кп) над полем к  является алгеброй
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Темперли-Либа. С точки зрения базисов Гребнера-Ш иршова эти два объек­
та эквивалентны. Основной задачей работы является доказательство един­
ственности нормальной формы Джонса моноида Темперли-Л иба-Кауфмана 
с помощью базисов Гребнера-Ш иршова.
Отметим, что доказательство существования нормальной формы Джонса 
уже было приведено в некоторых работах (см., например, [5]) и не представ­
ляет особой сложности. Главной трудностью является доказательство един­
ственности нормальной формы. Мы уже отметили, что в [2] Джонс не привел 
обоснования этого ф акта. Насколько нам известно, первое строгое доказа­
тельство дали Бориславлевич, Дошен и Петрич в [5], оно геометрическое и 
довольно сложное. Приведенное нами доказательство длиннее, но по суще­
ству оно является более простым.
Д анная работа представляет собой еще один пример использования мето­
да базисов Гребнера-Ш иршова для полугрупп, заданных определяющими со­
отношениями. Обычно в таких случаях применялись другие подходы: лемма 
Ньюмана, метод элементарных преобразований и т.д ., хотя во многих случа­
ях применение базисов Гребнера-Ш ирш ова представляется более удобным. 
В качестве предпосылок к появлению этого метода можно назвать алгоритм 
Евклида, алгоритм Гаусса, теорему Гильберта о базисе, теорему П уанкаре- 
Биркгоф а-В итта, а также статьи Гордона (1900), Гребнера [6 ], Ньюмана [7] 
и др. Работы А. И. Ш иршова [8 ], Хиронаки [9], Бухбергера [10] существенно 
обобщили этот подход.
Помимо работ, упомянутых выше, имеется много других работ по алгеб­
рам Темперли-Либа. Например, в [И] показано, что базис этой алгебры со­
стоит из слов, имеющих такой же вид, что и нормальная форма Б ирм ан- 
К о-Л и в группе кос (см. [12]). На сегодняшний день алгебры Темперли-Либа 
продолжают привлекать внимание исследователей.
2. Базис Гребнера-Ш ирш ова
Пусть X  -  вполне упорядоченное множество, к (Х ) -  свободная ассоци­
ативная алгебра над полем к, X* -  множество слов от X  (включая пустое 
слово 1). Считаем, что X* также вполне упорядочено с продолжением поряд­
ка на X . При этом предполагаем, что порядок согласован с умножением слов, 
т. е. из и > V следует, что аиЬ > аиЬ для любых слов гц щ аД . Через / ,  где 
/  Е к (Х ), обозначим старшее слово многочлена / .  Многочлен /  называется 
унитарным , если коэффициент при /  равен 1. Длину слова и мы обозначаем 
через \и\.
Д ля двух унитарных многочленов / ,  д и слова гг определим их компози­
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цию (см. [8,13]):
_  Г /  -  agb, если w =  /  =  agb,
,9 W \ f b ~ a g , если w =  Jb =  ад, \J\ +  |</| > И -
Слово w  называется неопределенностью (ambiguity) для f , g.  Композиция 
первого вида называется композицией включения, композиция второго ви-
да -  композицией пересечения.
Пусть S  -  некоторое множество унитарных многочленов и / ,  g Е S'. Ком­
позиция ( f , g ) w называется тривиальной относительно S  (точнее, относи­
тельно S и гг, ( f , g ) w =  0 (mod S, гг)) (см. [13,14]), если
( / ) 0 )w =  S a jß js A , где a* G к, ад&г € -X”*, «Л&г < w.
Преобразование / • —)►/ — agb, где /  =  agb, называется исключением стар­
шего слова многочлена g в / .  Легко заметить, что если ( f , g ) w приводится к 
нулю с помощью исключения старших слов многочленов S, то композиция 
( f , g ) w тривиальна.
Множество S называется базисом Гребнера-Ширшова, если любая компо­
зиция ( f , g ) w многочленов / ,  g Е S тривиальна. Заметим, что в [8,13] такое 
множество называлось множеством, замкнутым относительно композиций.
Лемма. (Лемма о композиции -  Diamond Lemma, см. [8,13-15]) Множество  
S  является базисом Гребнера-Ширшова в к (Х ) тогда и только тогда, когда 
множество S -редуцированных слов
Red(S)  = { w E  X* I и 7  ^ asb, 5 Е S, a, b Е X*} 
есгаъ линейный базис фактор-алгебры
к (X ) /S  =  (X  I S).
Если S С к(Х ) не является базисом Гребнера-Ш иршова, то к S мож­
но добавить все нетривиальные композиции полиномов из S. Повторяя эту 
процедуру (возможно бесконечное число раз), мы получим базис Гребнера- 
Ш иршова S comp. Описанный процесс называется алгоритмом Бухбергера- 
Ширшова (см. [8,10]). Если S является множеством полугрупповых соотно­
шений (т. е. состоит из полиномов вида и — щ где u ,v  Е X*), то любая нетриви­
альная композиция полиномов из S  будет иметь такой же вид. Следовательно 
S comp также состоит из полугрупповых соотношений.
Пусть задана полугруппа А  =  s g r (X  \ S ). Тогда S С к (Х ), и мы можем 
найти базис Гребнера-Ш иршова S comp. Множество S comp не зависит от поля 
и состоит из полугрупповых соотношений. Будем называть S comp базисом 
Гребнера-Ширшова полугруппы А.
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3. М оноид Темпрели—Л иба—К ауф м ана
К ак уже говорилось во введении, мы будем рассматривать полугруппу с 
единицей К П1 п  ^  2, определенную порождающими с, /гг ( 1 ^ г ^ п  — 1) и 
определяющими соотношениями
к г№ =  Ъ?Ъь , где \г — ]\ ^  2 , (1 )
=  Ц  (2)
и и  =  сК\  (3)
Нгс = скг. (4)
Положим Л М  — Н1к г~1 • • • , где 1 ^ <7 ^ г ^ п  — 1. Тогда из опре­
деляющих соотношений (1)-(4) и вида элементов Ь}1^  легко видеть, что вы­
полняются следующие равенства:
Н ^ с  = с Н ^ \  (5)
=  +  2 , (6 ) 
0 * Ы кА = 0 ' 1\ \ к - ^  = 1 ^ ^ 1 ,  (7)
=  с/г[Ч  (8 )
Очевидно, что определяющие соотношения в терминах К1 =  Ь}1^  являю т­
ся частным случаем соотношений (5)-(8), т. е. соотношения (1)-(4) и (5)-(8) 
эквивалентны.
Л емма 1. Д л я  к ^  j  +  2 верны следующие равенства:
/Д Щ М  =  л [*-2 ,*]л [«^ ч-2]1 { 15 (9 )
/Д Щ М  =   ^ ^  ^ ^  ^ (1 0 )
/ У У М  =  Л[*-2^]Л[г,Ч^ ^  ^ ( ц )
Доказательство. Соотношения (9)—(11) были приведены в [5], однако без 
доказательства. Приведем доказательства равенств (9) и (10) (доказательство 
равенства (1 1 ) аналогично таковому для (1 0 )):
_  ^[г,/с]^[/с-2Д+1]^[/с-1Д+2]^[<7Д] _  ^[/с-2Д+1] [^г,/с] [^<7Д]^[/с-1Д+2] _
=  /г[/с-2 4+ 1]/1ЬУ]/1[ /^с]/г[/с- 14+2] _  ^[/с-2 ,г]^[гД+2 ]^
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= = ^ Н1к,г+1] ^ - Ы Н1ь1] =
= к к - 1Ф ~ 2’Ы к’Э+2\ = ь ^ ’1Ы к^ +2\
4. Базис Г ребнера-Ш ирш ова моноида К п
На множестве слов над алфавитом {с, /Д ^ }  введем следующий порядок: 
слово большей длины больше слова меньшей длины, а слова равных длин 
сравниваем лексикографически, считая /Д ’-^  > с, если г > к или
i =  к, j  >  I.
Теорема. Д л я  моноида К п соотношения (5)-(11) составляют базис Греб­
нера-Ширшова.
Доказательство. Д ля доказательства теоремы необходимо проверить, что 
соотношения (5)—(11) замкнуты относительно композиций. В данном случае 
все композиции являю тся композициями пересечения. Композиции всех со­
отношений с соотношением (5), очевидно, тривиальны. Поэтому ниже рас­
сматриваются только композиции соотношений (6 ) - ( 1 1 ).
Введем следующие обозначения:
• (г) А (Д -  композиция г-го и Дго соотношений (отметим, что (г) А (Д и 
0 ) Л (г) -  это разные композиции);
• =£ обозначает равенство по модулю г-го соотношения (правая часть по­
лучается из левой исключением старшего слова г-го соотношения).
Всего получается 36 композиций. Ниже все они приведены и показана их 
тривиальность.
1. (6) Л (6), j ^  к -\- *2 ^ I ^ тп -\- 2.
(Дь-ЯДМ _ _ [^т,п] [^к,1\^  _
2. (7) Л (7), г > /, к > п, ^ — к\ =  \1 — т\ =  1.
( /Д Щ М  -  -  # ’п1) =
=  = 2 о.
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3. (8) Л (8).
_  с11[гп,п])фгп] _  _  сНЬМ ) =
= = з 0 .
4. (9) Л (9), г ^  к ^  ш, ] ^  I ^  п, А; ^   ^ +  2 , ш  ^  I +  2 . 
-  Н ^ \ к ^ к ^ т,г^ -  Н^т~2^ ^ к,1+^ )  =
=  _|_ ^[гД ]^[т-2 ,п]^[А Д +2]^
а) Если ш  ^   ^ +  4, продолжаем выкладку так:
= 4 _ / ^ - 2^ ]/^ ™ -2л Д [ ы + 4] _|_ [^гтт,—4,гг]д[г,^+2]д[/сД+2] =4
= 4 _ / ^ ™ - 4лД [& -2,г+2]^[гД + 4] _|_ [^гтт,—4,гг]д[/с—2Д+2]^[г,^+4] =  0
б) Если \т — j  — 2| =  1, то продолжаем так:
= 2  2^]^[^п] _|_ ^[ьп]^[^?^+2] =,_  к\ к~2,п]/^^’^ 4_2] -|- 2’п] =  0
в) Если т  =   ^ +  2, то продолжаем так:
= 3  - с У " 2’^ ’^  +  с У ’п]/У ’г+2] = 1  0 .
г) Наконец, если т  ^  j ,  то продолжаем так:
= г - / Д - ^ у К ' ^ / Д . Н г ]  _|_ ^[т-2,п]^[гД ]^[А ;,г+2] =4
— ^   ^[ т — 2,^+2]^[г,1+2] _|_ ^ [ т —2,п]^[А;—2,г+2]^[г,1+2] ^  0^
5. (10) Л (10), г < к < то, j  ^  I ^  п, к ^  j  +  2, т  ^  I + 2.
( У ’^ У ’*] -  /г[*’У [ А:’-?'+2])/1[т л ] _  _  ^[/с,п]^[т,г+2]^ _
=   /*, [* >/] /*, [* ’ +2] ^  [гта,гг] +  ^[г,1]^[Аг,п]^[т,г+2]_
а) Если т  ^  +  4, то )  +  2 > гг и продолжаем выкладку так:
= 5 _ / г[*.Ц[А=,и]/1[™.1+4] +  ^[г,п]^[А ;Д+2]^[т,/+2]
= 5 _|_ ^[г,п]^[АД+2]^[т,;/'+4] =  д
б) Если то = +  3, то к =;) + 2  и продолжаем так:
=  +  /гР ^ /гЬ + 2 ,п ]^[ш ,г+ 2 ] =5
= 5 — _|_ ^ [г ,п ]^ '+ 2 ^ [т ,/+ 2 ]  _  ^М ]^Ь '+ 2 ,п ] _|_ ^[г,п]^[?+2,/+2]
=5 — / ^ ’п]/Д +2’г+2] Д- /г/[^п]/Д +2^+2] =  0
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6 . (11) А (11), г ^  к ^  ш, ] <1  < п, к ^  ] +  2, т  ^  I +  2.
(ДьЛДМ  _  =
а) Если т  ^   ^ +  4, продолжаем выкладку так:
= 6  - № - 2'Э Ы т - 2' 1Ы 1^  +  = 6
= 6  ^ т - ^ Ы к ~ 2'1Ы ^  +  / г Н - 4 л ' ] # - 2% М  =  о .
б) Если т  =   ^ +  3, то I =   ^ +  1 и продолжаем так:
+  =  — / Д _ 2 л + 1] / Д п] +  /Д - Н 2]/^™ ] = 6
= 6  - л ^ - ^ ' + Ч л М  +  / Д - ^ ' + ^ М  =  о .
7. (6 ) А (7), ^  к +  2, к ^  п, \т — 1\ = 1.
_  / ^ М )  =
=  - / г М / Д ^ Д М  +  / ^ Д Е М .
а) Если ^ ^  т  +  2, продолжаем выкладку так:
= !  +  / ^ Д [ М  = 2 - й М Д М  +  =  0 .
б) Если ^ = ш  +  1,тоА; =  / =  т  — 1 и продолжаем так:
=  _ ^ ~ 1}г[кгп+1]^[т,п\ _|_ ^[г,т+1] ^ [ т - 1,п] _
_  ^[1,^ + 1] дггг—2 г^[?тг—1,гг] ^[г,га+1]^[га-1,гс] _
_  _^[г,т+ 1] ^ [ т - 1,п] ^[г,т+1] ^ [ т - 1,п] =  д
8 . (7) А (6 ), г ^  I ^  га +  2, ^  — /с| =  1.
(ДьЛДМ  _  /г[^ ’г])/г[7Тг,гг] -  А ^ ( А ^ ,г^ т ,п ] -  Н^т,г^ к ^ )  =
а) Если  ^ ^  т  +  2, продолжаем выкладку так:
= 1 ,2  —/г[*,г]/1[т,п] +  =  0 .
б) Если ] =  га +  1 ,то /с  =  / =  га +  2 и  продолжаем так:
=  _|_ /1[г ,ш +1]^[т,п]^[ш +2] _  _ ^ [г ,т + 2 ]^ [т ,г а ]  +  ^[г,ш+2]^[т,га] =  д
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9. (6) Л (8), з >  к +  2.
-  / ^ ' ]( # ’г]/г[г’т] -  с # ’т 1) =
=  +  с Н ^ Ы ^  = г = 3 0.
10. (8 ) Л (6 ), I ^  т  + 2 .
{ н ^ Ы ^  -  ск^ 1Щ т^  -  н ^ \ Ф ' 1Ы т'^ -  =
=  - с Ф '1Ы т^  +  =1,3 -сЬ^т'пЫ ^  +  сЬ^т'пЫ ^  =  0.
11. (6) Л (9), j  ^  к +  2, к ^ то ^ I +  2, I ^ п.
_  ^[к,1]^[г,з]^[т,п] _  д М  ^ [М ^ т .п ]  _  ^[т-2,п]д[А:,г+2]^ _
=  -Д М дМ /^га .п ] _|_ ^[г,^]^[т-2 ,п]д[й,/+2] ^
=  ! - ^ к^ т'пЫ ^  +  /1[”*-2,«]Л[<^ ']Л[*,*+2] = 4
= 4  /г,^—2^]/1[*^+2]/г,[*^ '] +  2,гг]д[А,г+2]^ [г,^ ] =  д
12. (9) Л (6), г ^  ^  +  2 , ^  ^  то +  2.
-  /г[/г- 2>г]/г[*^+2])/г,[т >п] _  ["*>”] _  / ^ К ^ М )  =
=1 -ь \ к~2’1Ы т’пЫ ^ +^ +  ^ т>пЫ ^ Ш к^  = 1,4
=  14 - ^ А ^ - Ъ Д ^ З + Ъ ]  +  ^[т.,п]^[*—2,г]д[г,^ Ч-2] =  д
13. (6) Л (10), j  ^  к +  2, то ^ I +  2, I ^ п, к <  т.
(Л[ ^ Л[*Л -  /гМ / гМ ) /г[т ’П] _  _  /1^:«]/гИ ^+2]) =
=  — + / 1[*.1]/1[ .^и]/г["г.^+2] = 4 +/^М ]/^Ы ']/1["М+2]_
а) Если г < то, продолжаем выкладку так:
= 5 _ Л[ЭДЛ[*,п]Л[тЛ-2] +  Л[*,п]Л[*,7]Л[т )Л-2] =
= 5 +  ^[Л,п]^[г,/+2]^[тЛ-2] =  д
б) Если г ^  то, продолжаем так:
= 4 _ /1[ .^Ч/1И - 2.п]/1[*Л-2] +  ^[й,п]^[гд]^[т,/+2] =
= 4  2)п]^[б1+2] _|_ ^[А:,п]д[т—2,2+2]д[г,^ '+2]
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Здесь нам придется разветвить вычисление. Если т  ^  .7 +  2, продолжаем так: 
 ,^[+п]/^ [ш—2,/+2] [^гД+2] _|_ ^[/с,п]^[т—2,г+2] [^гЛ-2] ^  0^
Если т  =   ^ +  1, продолжаем так:
=2  _|_ ^[+п] [^М+2]_____ [^/с,п] [^г,/+2] _|_ л[Л,п]л[*,1+2] =  0^
Наконец, если т  = j 1 то продолжаем так:
= з  - с к [к’1Ы 1’п] +  ск[к’пЫ 1’1+2] =4  0.
14. (10) Л (6), г <  к, j  ^ I ^ то +  2, А: ^ +  2.
(/Д.?Д[М _  /1[М]/1[*Л'+2])/1[”г>»г] _  _  / ) К Д М )  =
=  -^ М /Д л + Д И ^ ]  +  / Д Д К Д М  = г 
=1 _ / Д Ц И ,Д М + 2] + / Д Д [ б Д М  =1)5
= 1 )5 - / Д - Д ^ Д ^ 2] +  Д - Д М / Д ^ 2] =  о.
15. (6) Л (11), j  ^  к +  2, к ^ то ^ I +  2, Д  п.
Д р ’Д М  -  / Д Д М д И ^ ]  _  /Д ] ( /Д Д К » г ]  _  2,/] д[А,тг]  ^_
=  - /Д Д М /Д ™ ]  +  / Д Д Н - 2Д [ М  = г 
= 1  - / Д Д М / Д ]  +  Д - Д Р Д М  = 6
= 6 Д т - 2> Д [М /Д 1  +  / Д - 2Д [ М / Д 1  =  о.
16. (11) Л (6), г ^ к ^ $ +  2, _) < I, Д  то +  2.
Д р ’Д М  _  / Д - 2 ,Д [М ]^[т,п] _  ^М(^[А:,Д[т,п] _  ^ К Д М )  _  
=  _ / 1№-2^Д[*,Д[т,п] _|_ Д ,Д [ т ,Д [ М .
а) Если то +  2, продолжаем выкладку так:
= 1  _ / Д - 2> Д К Д М ]  +  / Д Д Д Д М  = 1)б 0
б) Если )  ^  т  -  2 в  )  )  п, продолжаем так:
= 1,4 - # - 2л'Д[т ’пД [^ ] +  / Д - 2> Д Д + Д [ М  = 4)6
= 4 ,6  —/1[т- 2л Д [/г- 2’п]/Д г] +  / Д - 2, Д Д 2> Д М  =  0.
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в) Если j  ^ то — 2 и j  < п, продолжаем так:
= 1,5 - № - 2’Ы т’ПЫ ^  +  = 5
= 5   / [^"1— 2,п]д[г,г] _|_ ^[т-2д]^[Аг-2,п]^[г,г] =  q
г) Если \т — j\ =  1, продолжаем так:
= 1 ,2  -Ф~2’ЭЫт'пЫ^ + / i M / J M  = 2 ,6  -^ к~2’пЫ  ^ +  =  0.
д) Если т  =  j ,  продолжаем так:
= 1 ,з +  c/Ji,nW fc,q = 3 ,6  —с/1^_ 2 ,п /^г^ ’^  +  сЬ\к~2'пЫ ^  =  0 .
17. (7) Л (8 ), |j — /г| =  1, г ^
-  c h =
=  — =2, 3 0.
18. (8 ) Л (7), \1 — т\ =  1, j  ^ п.
(hPdhPA -  ch M )h lmri -  -  /»[?."]) =
=  - сФ'1Ыт^  +  = 2)3 о.
19. (7) Л (9), \j — к\ =  1, г ^ I ^ п, А: ^ то ^ I +  2.
( /Д ; /Д [ М  _  _  / Д Д ^ М ^ т . п ]  _  ^[т-2,п]^[АД+2]^ _
а) Если j  ^  т ,  продолжаем выкладку так:
= 1 ,4  л[”* -2 ,« ]Л[<,*+2] +  = 2 0 _
б) Если j  < т ,  то j  =  к — 1 =  т  — 1 и продолжаем так:
Здесь нам снова придется разветвить вычисление. Если г =  m —1, продолжаем 
так:
=  _|_ ^[ш -1,п]^[ш ,г+2] _^[ш -1,п]^[ш ,г+2] _|_ ^[ш -1,п]^[ш ,г+2] =  Q
Если г ^  ш, продолжаем так:
 ^ [ш —2,п]^[г,/+2] _|_ ^[т-2 ,п ]^[г,/+2] ^
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20. (9) А (7), г ^ к ^ п, ] ^ 1,к ^ j  +  2, |/ — тп\ =  1.
-  /г ^ - 2 ’г] / г [ ^ 2])^т,п] _  /^гД]^[/с,г]^[т,п] _  /^ М )  =
а) Если  ^ ^  ш, продолжаем выкладку так:
=  ^  ^  /й^ —2?^]^[ш ?п]^[^?^'+2] _|_ 2’п]/^[^Ч-2] = 2
= 2   25п] [^^^Ч“2] _|_ 2,п]/^[^’^ Ч-2] =  0
б) Если ш  =   ^ +  1, то / =   ^ и продолжаем так:
=  _ / г^ - 25Л /1Р ^ + 2]/гУ +1^] +
И в этом случае вычисление разветвляется. Если  ^ < п, продолжаем так:
=  - / Д - ^ М  +  # - 2 ,? Д М  =  о.
Если же j  ^  п, продолжаем так:
—  2дД[*)?г] _|_ 2 ,^]^[1 д+2]_____ _^ [к —2,п]^[г^-\-2] _|_ ^[А—2,7г] [^гд+2] ^  0 ^
21. (7) А (10), \j — к\ =  1, г ^ I, т  ^ I +  2, к <  т, I ^ п.
(/Д И /^М  _  _  ^[*,п]^[т,г+2]^  _
=  —/г[*’/]/г,[гта’тг] + /г[*’•?]Н^ ’” 1 /г[т ^+2] = 2 +  ^[г,п]^[т,г+2]_
а) Если г ^ то, продолжаем выкладку так:
= 4 - ^ И “ 2,«] _|_ д[М+2] _|_ ^ [ т - 2 ,п]^[г,г+2] =  р
б) Если г < то, продолжаем так:
= 5 _ ^ , п ] н [т,1+2] +  н [ьп]н [т,1+2] =  0
22. (10) А (7), г < к, 3 ^ 1 ,  к ^  з +  2, \1 — т\ =  1, к ^ п.
(д[*Лд[*>Ч _  /г[*^ ]/1[^ :1+2])/1Н л] _  _  ^ [М ) =
=  _ / г[*.г]/1[А;.1+2]/г[то.га] +
а) Если j  ^  т, продолжаем выкладку так:
= 4 _ / Д Д К Ч Д ,? + 2] +  Д д Д М  = 2 _ ^ М  Д > 1 +2] +  / Д 1 ^ [М  = 5
= 5 - / Д Д [ ^ '+ 2Д / г М / Д д + 2] =  0_
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б) Если j  < т , то I = j  = т  — 1 и продолжаем так:
=  _ / 1М ]/1[*>.?+2]/1Ь '+1.га] +  / Д Л / ^ М  _  _ ] г [г,1\}г[к,п] +  ^[гд]^[/г,п] =  д
23. (7) Л (11), 1.7 — к\ =  1, г ^ I, к ^ т  ^ I +  2, I <  п.
_  д М ) / ^ . « ]  _  д М  (/jtfc.il/jtm.nl _  =
=  _|_ ^ [ г д ']^ [т - 2 ,1]^[А;,п]_
а) Если j  ^  то, продолжаем вы кладку так:
= 1 ,6  - / 1[т- 2’г]/г[*’п] +  /1["*-2 ,Ч Л[ < Л[*,«] = 2 о.
б) Если ,) < то, то т  =  к, j  = к — 1 и продолжаем так:
=  - /jt i .il/ jt»« .« ]  _|_ ^ [г ,ш - 1 ]^ [т -2 ,/ ]^ [т ,п ]  =  д
24. (11) Л (7), г ^  к ^   ^+  2,  ^ < I, к ^ п, \1 — т\ =  1.
(/jti.i1/jtfc.i] _  д [ * —2,д]д[г,г]^[гтг,гг] _  ^[гд]^[Л ,г]^[ш ,п] _  ^[А,тг]^ _
=  - Ф ~ 2^ Ф ' 1Ы т^  + н ^ Ы к^  = 2 - # - 2 . 1 ] / г Ы  +  л М л М .
а) Если  ^ ^  п, продолжаем выкладку так:
= 4 .5  - Л[ * - 2 .« ] Л[ ^ ]  +  /ilfc-2.nl/itiЛ -2] =  д.
б) Если  ^ < п, продолжаем так:
= 5  - / j t f c - 2 . i l / jM  +  / i t f c - 2 .i l / iM  =  о.
25. (8) Л (9), з ^ т ^ 1  +  2, / > п.
( / j t i . i l / jM  -  с ^ М ^ К Н  -  /iti.il (/»[?.*]/»[»«.«] _  ^ т - г ^ ^ + г ] )  =
=  - с к ^ 1Ы т^  + Ф'ЭЫт- 2’п№ ’1+2} = 3,4 
= 3.4 -с/г[т - 2 ’п1/1[*’г + 2 1 + с ^ т- 2'пЫ ^ 1+^  = 0 .
26. ( 9 ) Л ( 8 ) ^ > к ^ 1  +  2, 1 ^ 1 .
( / j t i . i l / jM  -  /itfc-2.il^ [ ^ + 2 ] ^[/.Ш ] _  к [г ,Я ^ [к Д к [1М  _  с Ь \к ,т ])  =  
=  - # - 2 . г] / Д 1 + 2 ] / Д т ] +  с Ь ^ ’Ы к^  = 1,4 
=  1,4 - / Д _ 2 ’г]/г,[г’т ] / ) М + 2 ] +  с/г,[ * “ 2,то]^[г, 1+2] д_
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27. (8) Л (10), то ^  I +  2, ] < т, I ^  п.
(/Д Л Д 'Л  _  с/Д ]) /Д ,п ]  _  Д ,Л (Д Л /Д > Л  _  ЛЬ>]Л[лМ+2]) =
=  - с / ^ % [ т ’п] +  / Д Л / Д Д К И 2] = 3 _ СД ,Д К Л  +
а) Если г ^  то, продолжаем выкладку так:
=4,5 -с/1[т _ 2 ’^ /г^’г+21 +  <Дт - 2 ,п]/1[г’г+2] =  0.
б) Если г < то, продолжаем так:
= 4 - с / ^ ’п¥ т ’г+2] +  с /^ ’п¥ т ’г+2] =  0 .
28. (10) Л (8 ), г < к, 3 ^ 1 ,  к ^  з +  2.
( / Д 'Д ^  -  Д Л / Д 1+2])Д ,т] -  /Д Л (# Л /Д ™ ] _  с # ’т 1) =
=  - / г М / Д л + Д М  +  = 1,5 -Д Л /Д ™ ]/Д 1+2] +  с /^ ’т № ^ + 2] = 3
+  ск^ тЫ к^  =  0 .
29. (8) Л (11), то ^ / +  2, I <  к.
( Д Л /Д ]  _  _  Д Л ^ Л Д М  _  / Д - г Д Ь л ] )  =
=  - с/ Д Д К Л  +  Д д 1 / Д - 2 Д Ь > ] ^  _ ск[т-23]фп} + к [т-23}ф3]ф,п] = з 0
30. (11) Л (8 ), + 2, j  < /.
( Д Л Д Л  _  ^ [*—2 ,д]^[г,г]д[г,т] _  Д Л ^ М Д . т ]  _  /Д™]) _  
=  -  Д - ^ Д М Д . т ]  +  С/ Д Л / Д Д
а) Если ') ^  то, продолжаем вы кладку так:
= 3,4 - СД - 2’Л Д Н  + с / Д - 2 ,т ]Д ,1 +2] = 5 0
б) Если з < то, продолжаем так:
= 3,6 - с Н ^ - ^ Н ^  +  с /Д - 2’%[*’т ] =  0 .
31. (9) Л (10),г ^  АД ^  1,к ^  j  +  2А; < т,1  ^  п, т Д  I +  2.
( Д ’Л Д Л  _  ^[А-2 ,Д[г,4+2]^[т,п] _  ДУ] (Д М /Д ,Л  _  ^[А,пДт,г+2 ]^  _
=  _ / 1№-2 ,г]/1[*Д+2]^[т,п] _|_ ^[г,Л^[А:,п]^[т,г+2] = 4
= 4  2^]^[71+2]^[?л,п] _|_ ^[А—2 ,п] Д у + 2Д т ,£ + 2]
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а) Е сл и  т = j  + 3, то  г ^  +  2 и п р о д о л ж аем  в ы к л а д к у  так :
= 2  - / j t f c - 2 . i l / jM  _|_ д [*—2 ,тг]^ [*,/+2 ] _ д [ й - 2 ,п]^[г,/+2 ] +  ^[/с-2 ,п]^[г,г+2 ] =  д
б) Е сл и  то ^  у +  4 и ^  то, п р о д о л ж аем  так:
= 4  _ / г^-2,г]/г[т-2,п]^[г,1+4] +  ^[£-2,п]^[т-2,г+2]^[г,г+4] = 5
= 5  _ / 1 №-2,п]^[т-2,г+2]^[гд+4] +  д[/г-2,п]^[т-2,г+2]^[гд+4] =  д
в) Е сл и  т  ^  7  +  4 и г <  т ,  п р о д о л ж аем  так:
= 5  +  ^[А:-2,п]^[г,г+2]^[тд+4]
= 4 _ / 1 №-2,п]д[г,г+2]^[тд+4] +  ^[£-2,п]^[г,/+2]^[т,1+4] =  д
32. (10) Л (9), г <  к, ] ^ I ^ п, к ^  j  + 2, то ^ I +  2, /г ^ то.
(/jti.il/jtfci] _  /jti.il/1 [^^+ 2 1)/1 Н л ] _  /jti.il ( / j t f c . i l _  /1 Н - 2 л ]/г[^^+2 1 ) =
д. 2,п] ^[/с,/+2] ^
а) Если m  = j  + 2 ,  то к > п и  продолжаем выкладку так:
= з  - с Л ^ / г М ]  +  с/1 [г.п1/1 [й.г+ 2 ] = 5  д.
б) Е сл и  |то — — 2| =  1, п р о д о л ж аем  так :
= 2  - / ^ / ^ М  +  / г М ^ М М  = 5  0.
в) Е сл и  т ^ j,  п р о д о л ж аем  так :
= 1  _ / гР,г]/1 Н л ] / 1 [^^+ 2 ] +  ^ - 2 ^ % ^ , 1 + 2 ]
= 4 5   ^  [то-2 ,п]^[г,2+ 2 ] ^ [£,1 + 2 ] _|_ [^т—2 ,п]^[г,2+ 2 ]^[&,1 + 2 ] ^  д^
г) Е сл и  т ^ ) + 4 и г ^ т - 2 ,  п р о д о л ж аем  так:
= 4  - / г ^ ^ М М ^ М 4! +  /1 Н - 4 ^]/гР ^+ 2 ]/1 ^.г+ 2 ] = 4> 5
= 4)5 _ / 1 Н-4,л]^[г,г+2]/1 [А;,1+4] +  Л[и»-4,г»]Л[<,Л-2]Л[*^ 4-4] =  д
д) Е сл и  т  ^  7  +  4 и  г <  то — 2, п р о д о л ж аем  так:
= 4 5  -/jti.il/jtTO-2,п]^[/г, 1+4] +  ^[г,п]^[т-2,1+2]^[/г,/+2]
= 5  _ / 1 ^.«1/1 [то-2 ,г+2 ] [^А:,1'+ 4 ] +  ^ [г ,п ]^ [т - 2 ,2+ 2 ]^[£,1 + 4 ] =  д
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33. (9) Л (11), г ^  к ^  j  +  2, j  ^  I, I < п, к ^  то ^  I +  2.
2,/]^[г,^Ч-2]^[гтг,гг] _  ^[A:,i]^[m,n] _  ^[m-2,/]^[fc,n]^ _
=  _|./1[ы1 /,[га-2 ,Ч/([*1п] 1
а) Если то ^  j  +  4, продолжаем выкладку так:
= 4 2,i]^[*,J+2]^[rra,n] _|_ ^[m-4,i]^[i,j+2]^[fe,n]>
Здесь приходится разветвить вычисление. Если j  +  2  Js п, то продолжаем так:
= 4 _ / г[^ -2 ,^ [т-2 ,п ]^[гд+ 4 ] +  ^[m-4,/]^[fe-2,n]^[*,j+4]
= 6 _ / lN -4,«]/l [A:-2,n]^[i,j+4] +  ^[m-4,«]^[fe-2,n]^[i,j+4] =  q
Если же j  + 2 < n, то продолжаем так:
= 6 +  ^ [т -4 , / ]^ [А ;-2 д + 2 ]^ [г ,п ]
= 6 _ / j N - 4 4 ] / j [ A : - 2 , j + 2 ] ^ [ i ,n ]  +  ^ [m -4 ,«]^ [fe-2 ,j+2]^[i ,n ]  =  q
б) Если \m — j  — 2| =  1, продолжаем так:
= 2  — /*,[*-2>4/i[*>ri] +  /jM / jIM] = 6 р.
в) Если то =  j  +  2, продолжаем так:
= з +  c h ^ h ^ ' 1^  = 6 0 .
r) Если то ^  j ,  продолжаем так:
= !  - / l [fc- 2>4/i["‘>n] / l [ ^ ' + 2] +  Л[и*-2 ,г]Л[<j ] Ä [fc,w] = 4j6
= 4 g  ^[ m — 2,тг]^[гд'+2] _|_ ^ [m — 2,п]^[гд'+2] ^
34. (11) Л (9), i ^  к ^  j  +  2, j  < l, к ^  то ^  l +  2, l ^  n.
( / jM / jM  _  д [ * —2,^]д[г,г]^[ттг,гг] _  _  ^[m -2 ,n]^[fc ,/+2])  _
=  /г, [fe—2 >^*] /г. [®,г] Л t771’71] +  / l [*>i]/l [m - 2>n] / l [fe4+2]_
а) Если то =  j  +  3, то ^  j  +  3 и вы кладка продолжится так:
= 2 , 4  — +  Л М Л ^ + 2] = 26
= 2 ,6  - / l [ fc_2’n]/l[*’i+ 2 ] +  2,гг]^[г,г+2] =  q
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б) Е сл и  т  ^  .) +  4 и ] ^ п, то п р о д о л ж аем  так :
= 4 _ / 1[*-2,Лд[то-2,п]^[г,г+2] +  ^[т-4,п]^[гд+2]^[/г,/+2] &
= 45 _ / 1И-4,п]^[А:-2^+2]д[г,г+2] +  ^[т-4,п]^[£-2д+2]^[г,г+2] =  д
в) Е сл и  т  ^ j  +  4 и j  <  п, то  п р о д о л ж аем  так :
=4,6 - ^ - к - 2’Ы т - 2^ Ф ' 1+^  +  /1[ т - 4 Л Л^,п]Л[к,/+2] = б
= 6 - } 1[ ^ - ^ } } 1[к-^,'п\}1[ь1+2} _|_ /^ [гтг—4,^ ]^ [А:—2 ,тг]^ [г,гч-2] =  д
35. (10) Л (11), i < k ,  к ^  ] +  2, к ^  т  ^  I +  2, I < п.
(/Д И /^М  _  /Д ^ /Д д '+ ^ ^ т ,? !]  _  /г)*д]^[М /гК Ч  _  ^ [ т - 2 ,/]^[£,п]) _
=  - /Д ^ /Д д '+ ^ т .п ]  I  /1[У']/1[т “ 2 .Ч/1[*.»]<
а) Е сл и  т ^ ] + 4 ,  г ^ т - 2 и ] ’ +  2 ^ п ,  п р о д о л ж аем  в ы к л а д к у  так:
= 4  - /г [ * % [ т - 2’п] # Д + 4] +  Л["»-4Л Л[«^Ч-2]Л[*,«] = 5)б
= 5,6 - Ь \т- ^ 1Ы 1'пЫ к^  +  /гН -4 ’г]/1М # ’1 +4] =  о.
б) Если т  ^   ^ +  4, г < т  — 2 и '^ +  2 ^  п, продолжаем так:
= 4,5 - / 1[*’г]/г[т- 2’п]/1[^ ' +4] + / г М / Д - ^ + ^ М  = 6 о.
в) Если т ^ ] ’ +  4, ? ^ т - 2 и ; Ч 2 < п ,  продолжаем так:
=4,6 - / Д г]/г[ т - 2л'+2]/Д>п] + / Д - ^ / ^ Д + а д М  = 6 0.
г) Если т ^ ] ’ +  4, « < т - 2 и ; Ч 2 < п ,  продолжаем так:
= 5,6 - ^ Л / Д - з д + ^ М  +  / Д ^ Н - ^ ' + ^ М  =  0 .
д) Если | т  —  ^ — 2| =  1, продолжаем так:
= 2 — +  / Д ^ М  =  о.
е) Если ш  =   ^ +  2, продолжаем так:
= 3  - с / ^ ’^ Е М  +  с Ф Ш М  =  0.
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ж) Если т  ^  j ,  продолжаем так:
= 1  [т ,п ]л [*^+2] +  к [ т - Щ к № к [к,П\
=5,6 - ^ т ~ 2' % ^ ' пЫ к ^  +  ^ т ~ 2'1Ы ^ ПЫ к ^  =  0.
36. (11) А (10), г ^  к ^  j  +  2, j  <1, т  ^  I +  2, А; < т ,  I ^  п.
( / Ф ’-Я /^ М  _  ^ [/с -2 Д ]^ [Щ ]^ [т ,п ]  _  ^[гД] ^ [А Д ]^ [т ,п ] _  ^ [/с ,п ]^ [т ,/+2 ]^  _
=  _|_ /г[^ ’^ ]/г[/с,гг]/г[7Тг,г+2].
а) Если й )  т  и )  )  п, продолжаем выкладку так:
2\Л 2>ПД  | Д + 2] _|_ —2,гг] д[г,^Ч-2] д[гтгДЧ-2]
Здесь опять приходится разветвить вычисление. Если т  — 2 =   ^ +  1, продол­
жаем так:
= з -сН^к~2^ ^ г,1+^  +  с/г[^—2 ,гг]/г[г ,г+21 =  0 .
Если же ш  — 2 ^   ^ +  2, продолжаем так:
= 5б _ / г^ - 2^ ] /1[ ^ - 2^ + 2]/г[ь^+2] +  ь[к-2,п]^[т-2Л+2]^[{,1+2] =  о.
б) Если й < т  и )  )  п, продолжаем так:
=4,5 —А^_ 2 ,^ /1[г,^ /г[т,г+^ +  /г,[/с_2 ’п]А[г^ ’+2]А[т ’г+2] = 5 0 .
в) Если г ^  т  и j  < п, продолжаем так:
=4,6 - ^ к ~ 2^ Ы т - ^ пЫ {^  +  # - 2> Я / ф , Ч / ^ + 2] = 6  0 .
г) Наконец, если г <  т  и )  < п, продолжаем так:
=  1~  ^  ^[к~2^]^^,п]^[т,1-\-2\ _|_ 2 ?4']^[ьп]^[ш?^ +2] = 0 ^
Это заканчивает доказательство теоремы.
Теперь, применяя лемму о композиции, мы можем легко получить вид 
базисных элементов в алгебре и нормальную форму в моноиде.
Следствие. Нормальной формой в К п являются слова вида
СГП]1[11Л1]]1[12Л2\ . . . гДе ^  ^  < . . . < ^  Н ]\ < ]2 < ' ' '  < jk^
Доказательство. По лемме о композиции базисом в алгебре к(Хп), а зна­
чит, нормальной формой в моноиде К п являю тся редуцированные слова. В 
нашем случае редуцированными словами являю тся слова, не содержащие 
под с лов и где г ^  к или j  ^  I (т. е. старших слов соотно­
шений (5)-(11)). Вид таких редуцированнных слов приведен в формулировке 
следствия.
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